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(Előterjesztette a III. osztály ülésen, 1  87. április l '.) 
A mozgás általános differencziálegyenleteinek kétségtele· 
nül tapasztalati, vagy jobban - minthogy tartalmuk a tapasz-
talat segítségével soha ki nem er t ető - szer  jele-
gük van. Magukban foglalják az erő és a kényszer defi.niczióját. 
Az erő pedig nem más, mint a tünemények leüása és osztályo-
zásaczéljából bevezetet természetudományi, lletőle  ismeretani 
segédfogalom ; és, a mit kevésbé szoktunk hangsúlyozni, a kény-
szer is ilyen. Bármily rnerkezet létesítse is a mozgásnak ama 
módosítását, melyet kényszermozgásnak nevezünk, ennek követ-
keztében nemcsak a theoretikus szererő  lépnek föl, hanem 
a tünemény teljes leírására még más, akadályképen ő 
erő  (súrlódás stb.) fölvétele is szükséges. A kényszer-és aka-
l erő  szétválasztása pedig szintén csak a theoria segéd-
eszköze. 
A tudományos mechanikának régi törekvése, a mozgás 
alapegyenleteinek t11rtalmát visszavezetni e szer  törvé-
nyekre, a  mechanikának ú. n. elveire, melyeket nemcsak tisztán 
mathematikai, hanem egyszersmind termés7.etudományi,  
l{. T. AK. Kr.T. A MATf{. Tt:o . K ü n1:Rfü., 1 -;, x rv. lC, J. i:\/., 1 
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helyesebben mondva, ismeretani szempontból is lehet interpre-
tálni. Ily törvénynek te te ő a LAGRANGE-féle mozgási egyen-
letek rendsze1·e is. De míg ez általánosságban 3n egymástól 
független álítást foglal magában, nincs kizárva annak le ető
sége, hogy ezeknek helyét oly elv pótolja, mely kevesebb egy-
mástól független álítást foglal magában és így az llető pont-
rendszer mozgásának legalább bizonyos tekintetben e szer  
leírását eszközli. Erre természetesen szükséges, hogy az ily el'°-
ől LAGRANGE egyenletei le ezet ető  legyenek. Az álítások 
(egyenletek) számának leszálítására maximum-minimum föl-
tételek bevezetése kínálkozik alkalmas módszer gyanánt. Az 
összes egyenletek természetesen egy il.v lt tel ől is levezethe-
tő  ha p. az xi', y'(, zi' függvenyek oly meghatározását követel-
jük, hogy 
n . ((  + (  +(miz'i-Zi)2) 
i=1 
minimum legyen. De ez - ép úgy mint a virtualis sebességek 
elve - ama 3n egyenletnek csak formai egyesítése ; a miért is 
a et ező e  eze től eltekintünk. 
A mennyiben eddig ily elvek, melyek a mozgásnak más 
jelle ző és általános tulajdonságát fejezik ki, eddig fölálítat-
tak, csakis a mozgások bizonyos nemeire vonatkoznak, azaz 
csak a ő erő  természetére vonatkozó specziális fölteve-
sek melet igazak, és szintúgy a kényszernek csak e szer . 
eseteit karolják föl, ő  t. i. a mozgó pontok helyeit megszo-
rító föltételek az őtől függetlenek. Ezekkel szemben e lapok-
ban a mozgásnak oly általános törvényeit álítom föl, melyek-
nek fogalmazása a mechanika u. n. elveihez hasonló ugyan, 
de a ő erő  és a kényszerre vonatkozó minden specziá-
lis lte stől független, azaz minden mozgásnál érvényes. 
Ezen általános törvények ellő fogalmazására azonban 
néhány a használt mechanikai fogalmakkal közel rokonságban 
áló, de mégis új fogalmat kelet bevezetnem. Ezeknek részle-. 
tesebb elemzésénél a jelen alkalommal csupán annyira szorít-
koztam, a mennyi elő  kijelölt czélom elérésére szükséges lt  
I. ELŐ ETES MEGÁLLAPÍTÁSOK. 
1. Valamely n tömegpontból áló rendszernek egy-egy 
mozgási álapotát jelemezzük, ha megadjuk az ő r t  (t) 
egy-egy értékének e elelőle  az egyes pontok* koordinátáit 
(Xi, y;, Zi) és sebességi komponenseit (xi, yi, zi) valamint végre 
az egyes pontok tömegét (mi). Ha a tömegek álandók, akkor e 
fölsorolásuk a mozgás ll tjelző  közt fölösleges; ámbár azon-
ban erre a föltevésre az eddig észlelt tünemények vizsgálatában 
még nem volt szükség, nincs kizárva annak le etős e  hogy a 
tömegek bizonyos meghatározot módon változnak az ő el 
vagy még általánosabban a rendszer mozgási álapotával. Ép 
ezért megjegyzem it egyszer mindenkorra - noha ene külö-
nös súlyt nem fektetek - hogy a et ező tárgyalások a töme-
gekre vonatkozó r e  ily általánosabb föltevésre is vonat-
koznak, azaz hogy mindenüt mi a t, Xi, Yi, Zi, xi, yi, zi tet-
szőle es  de meghatározot (pozitiv rt  függvényének is 
te t ető. 
Valamely e s ről röviden azt mondjuk, hogy a moz-
gási álapot függténye, ha ez a t, .. , Xi, Yi, Zi, ••• , xi, yi, zi, .. 
függvénye; az mi tömegeknek külön fölemlítése melözhetö, 
mert ezek vagy álandók vagy szintén a fölsorolt mennyiségek-
ől meghatározhatók. 
Ha az egyes pontok gyorsulási komponensei meg vannak 
adva, mint a mozgási álapot függvényei: 
' Az átekintés véget ez ettől fogva közönséges er sz  koor-
clinátarendszert használok; de megjegyzem mindjárt it, hogy az összes 
tárgyalások a helymeghatározás módjától egyáltalában függetlenek. Ily 
általános koordináták használatánál a képletek természetesen bonyolód-
nak, a miért is ezeknek bevezetését ellőzte . 
1* 
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11 ( 1 ' 1 ) Xi = 'Pi t ' .. ' Xi ' Yi ' Zi ' •. ' Xi ' Yi ' Zi ' • . • ' 
11 ( 1 1 1 ) Yí = c/i t ' •. ' Xi ' Yi ' Zi ' ••• ' Xi ' Yí ' Zi ' • • • ' 
11 ( 1 1 ' ) Zi = 1.i t' .. ' Xi' y,i' Zi ' ••• 'Xi 'Yi' Zi' • • . ; 
és ezenkívül a rendszer egy mozgási álapota ismeretes, e ől 
(a differencziálegyenletek megoldásával) a bármely t ő e  
e elelő mozgási álapot kiszámítható, és a rendszer belyválto-
zása a kinernatika szempontjából teljesen le van írva. Ily módon 
történik a mozgási tüneményeknek egy első összefoglalása álta-
lános szempontok alá, a mennyiben mintegy egy osztályba fog-
laljuk össze mindazon mozgásokat, melyek ugyanazon diferen-
cziálegyenletek értelmében történnek, míg az egy külön megadot 
mozgási álapot, a melyet ez ő álapotnak szoktunk nevezni, 
bármilyen lehet. 
2. Sokkal általánosabb szempontokra emelkedik a dina-
rnika az által, hogy a mozgási álapot változását nem a mos 
leírt módon eszközli, hanem teszi ezt az egyes pontokra ható 
erő  azaz szintén nagyságuk és irányuk által adot mennyiségek 
segítségével, melyek tehát szintén komponenseik, ( .. Xj, Yi, Zj„ . ) 
segítségével jelle ez ető  hol e komponensek mindegyike 
ismét a pilanatnyi mozgási álapot, azaz t, .. , Xi, Yi, Zi, ••• , xi, yi, zi , .. függvénye. Bárhogy magyarázzuk is természet-
tudományilag ezen erő  fölépését és hatását, az, hogy ezen erő  
a mozgási álapot változásának okai, vagy a mint ezt többnyire 
szoktuk mondani, a gyorsulás okai, mathematikai fogalmazás-
ban annyit jelent, hogy a gyorsulások és az erő  bizonyos álta-
lános t r szer  kapcsolatban álanak, melyek értelmében 
X 17 z , t'k ől 11 11 11 , t 'k . az . . . i , .L í , i , . . . ere e1 az .. , Xi , Yi , Zi ••• , er e e1
kiszámíthatók és megfordítva, azaz általánosságban például: 
x'! -f ( t x· y· z· x'· 1/ z'· v . -r. z, ) t - . . ' ••• ' i, "" t ' ••• ' t '.':! i, i. ' ••• ' -J.1 ' .l t ' t ' • • • ' 
és úgy tovább. 
Hogy ő ezen összefüggés a gyorsulás és erő kompo-
nensei közöt, azt közvetetlenül megadják axiomaképen a dina-
mika alapegyenletei, a LAGRANGE-tál származó alakokban. 
A dinamika ezen alaptörvényének ily tisztán mathematikai fogal-
mazásával, el ől azt, a mit fizikai jelentésnek szoktunk 
ne1ozni, a bon)-olódotabb esetekben alig olvasható ki, a tudo-
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mány ejlő se nem elégedhetet meg. A dimanikának úgyneve-
zet általános cl'IJeit kutaták, melyeknek föladatát talán követ-
ező  körvonalozhatjuk. 
Ha mindazon mozgásokat, melyeknél a gyorsilási kompo-
nensek a mozgási álapot és az erő e se  r ő megha 
tározot függvényei, e előre m1"nd mint lehetségeseket tekintetbe 
veszszük, a dinamika egy-egy általános elve '/Jagy alaptörvénye a 
wlóban t rt ő mozgásnak oly jelle ző tulajdonságát a#a meg, 
mely ennek a többi lehetséges mozgások sorából '!:aló kú:álasztá-
súra szükséges és ele e ő. 
Ily általános értelemben alapelv a virtuális sebességek 
elve, ámbá1· ez formai jelegére és tartalmára nézve még na-
gyon közel :Hl a differencziálegyenletek direkt fölálításához; 
ilyen a legkisebb akczió elvének két l ző alakja, a M.au-
PERTu1s-JAcoBI és a LAGRANGE-HAllLTON-féle alak.* Hogy ezen 
utóbbiak azonban nem oldják meg általánosan a föltet kérdést, 
nem szorúl ő  magyarázatra. Nem csak a ll ő erő re 
vonatkozó sz e  lte se ől indulnak ki, hanem az úgyne-
vezet kényszermozgásnak csak azon eseteit karolják föl, ő  
tisztán a pontok koordinátai közöt az őtől is független föl-
tétel van adva. 
Ily valóban általános dinamikai elv fölálításával foglal-
kozik e dolgozat, mely elv egyszersmind egyszerü végfogal-
mazásában kielégíti azon követeléseket, melyeket természetföl-
fogásunk az alaptörvény nevével llete ő tételhez köt; sőt meg 
van, természetesen új fogalmak bevezetésével, az a maximum-
minimum tétel alakja, melylyel ma nem akarjuk ugyan már a 
természet czélszerüségét bizonyítani, de mely mégis a tüne-
mény leírását mondhatni tetszetős  teszi. 
3. Az ily alaptörvény tartalmának elemzésében az első kér-
dés ter szetszer le  oda irányúl, vajon vannak-e az általa 
leírt mozgásnak invariáns tulajdonságai, azaz - mathematikai 
fogalmazásban - vajon van-e a pilanatnyi mozgási álapot 
oly függvénye, melynek értéke mindig ugyanaz. Hft <p e függ-
, .  1 ' tO 0 0 0 10 'U 10 b" veny Jeees ,.. , xi, Yi , zi, .. , Xi , Yi , Zi , •. egy izonyos 
':' Lásd Helmholtz, Berliner Sitz.-Ber. 1887. és i\layer, Leipz. Ber. 
Nov. 1886. 
6 KÖNIG GYULA. 
( ez ő  álapot jelző  akkor e függvényre nézve volna: 
(/)(t X. y· z· x'· y'· z( ) -(f)(t0 x9 y9 z9 x'-0 y'·o z(o ) I , ••• , i,'lJ t„ . , i, ,.,i' eee - I , ••• ,e lJ 'l,J l,J•••J 1, J 1 J t J••• • 
Hogy adot alaptörvény melet és adot erő  fölépésénél 
a pontrendszer mozgásának ily invariáns tulajdonságai vannak; 
sőt hogy ezeknek ismeretével az egész mozgás ismeretes, az 
közvetetlenül belátható; mert hiszen, hogy a rp függvény a kifej-
tet föltételnek megfeleljen, arra szükséges és ele e ő  hogy 
cp= Const. a mozgás differencziálegyenleteinek egy első integrálja 
legyen. Az is világos, hogy adot alaptörvény melet, valamely 
<p függvény kielégítheti ama követelést, nemcsak bizonyos meg-
határozot erőre szer se melet, hanem akkor is, ha az 
erőre szert egy bizonyos általánosabb föltételnek e elelőle  
választotuk. Igy p. ha az alaptörvény az ú. n. szabad mozgásé, 
és az erő  ú. n. első erő  a területek elve vagy a súlypont 
elve ismét a mozgásnak ily invariáns tulajdonságát fejezi ki. 
It azonban elősz r azt kérdezzük, vajon adot alaptör-
vény rnelet vannak-e a mozgásnak a ll ő erő  nagyságától és 
irányától egészen független ily invariáns tulajdonságai 7 Hogy 
ilyenek általánosságban nincsenek, azt a le e szer  esetek 
is mutatják. Áljon például e rendszer egy pontból és legyenek 
a  gyorsulások és erő  közöt fönnáló összefüggések : 
rnx" = X , rny" = Y, rnz" = Z ; 
Ha <p (t, x , y, z, x', y', z' ), hol rp-nek nincs identikusan 
álandó értéke, a mozgási álapotól független volna, kelene, 
hogy legyen : 
__!_ (J._rp_ v J._rp_ y J._rp_ z) + !.!P... x' + J._rp_ i 1 !.!P... z' + }._<p_ _ 0 m íJ.v' A+ íJ!)' + íJz' íJ.i· íJy .! + íJz íJt - ' 
az X, Y, Z bármin<! függvényei is a mozgási; álapotnak. Te-
hát, minthogy X, Y, Z zérus is lehet, volna 
!.!P...x' + !.!P...y' + !.!P...z• + J._rp_ = 0 íJ.v íJy íJz íJt (a.) 
és külön 
ílcp x íJ<p y íJ<p z -íJ,  +-íJ' +01 =Ü . . v y az (b.) 
De ez utóbbi egyenlet tetszőle es X, Y, Z-re csak úgy álhat 
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fönn, ha 88<p, 
8
8<p, ,  , identikusan 0 ; tehát kelene, hogy <p .v y z tisztán az x, y, z, t függvénye legyen. De e melet az (a) csak 
1 h t . d t. t' h Brp Brp Brp Brp . 0 h ugy e e I en I as, a (!.e' 8/j' Bz' Tt is , azaz a <pamoz-
gási álapot jelző t nem is tartalmazza, -rngyis tiszta álandó. 
Az alaptörvény bizonyos specziális választásánál azonban 
létezhetnek ily invariáns függvények. Legyen p. az erő  és gyor-
sulások közöti kapcsolat a et ező : 
mx" = X xX + yYz Z + m (.1:'2 + y'2 + z'2) a.·2+y'+z2 X , 
mi 11 = y _ .i:X + Yy + :z + ;n (.v': + y'2 + z'2) 1 y x -+ y-+ z- y, 
11 _ z .vX + y Y + zZ + m (.r'" mz - - .r2 + Y2 + z2 
Ha e  3 egyenletet x, y, z-,el szorozzuk és összeadjuk, 
közvetetlenül látni, hogy az X, Y, Z rt e től függetlenül 
mindig: 
xx11 + yy" + zz11 + x'2 + y'2 + z'2 = O; azaz 
xx' + yy' + zz' 
most ily invariáns függvénye a mozgási álapotnak. Ugyanily jel-
le  függvény még, mint a differencziálás közvetetlenülmutatja: 
t (x2 + y2 + z  - (xx' + yy' + zz' ) t. 
Ha e függvények álandó értékét t A és tB-vel jelöljük, 
még látni, hogy 
x2 + y2 + z2 = At + B; 
azaz az ama differencziálegyenletek jelemezte mozgásnál a 
mozgó pont és a koordináták ez ő pontja közöti távolság 
négyzete az ő el arányosan változik. Nem egészen konekt 
kifejezésmód tehát, hogy - mint gyakran olvassuk - amaz 
egyenletek oly pont mozgását ábrázolják, mely egy adot gömb-
fölületen kényszerül maradni. Ez csak akkor igaz, ha egy bizo-
nyos (a ez ő  mozgási álapotban xx' + yy' + zz' zérussal 
e e lő. 
e je ze ő még, hogy ama differencziálegyenletek nem 
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használhatók (a jobboldal elveszti számtani értelmét) ha oly moz-
gási álapotból indulunk ki, melynél x = 0, y = 0, z = 0. De ba. 
nem a differencziálegyenleteket, hanem a, mozgás invariáns 
tulajdonságát veszszük első kinduló pont gyanánt, ekkor 
xx' + yy' + zz' mindig 0, és így  + y2 + z2 is mindig 0, azaz 
a pont egyáltalában nem változtathatja helyzetét. 
4. E mef!jegyzés is arra utal, hogy a mozgás alaptörvé-
nyének megálapításában elősz r is a mozgás invariáns tulaj-
donságai erese ő . A tapasztalat szerint l ző törvények 
szerint történik mozgás. Ha az llető mozgásnak nincs invariáns 
tulajdonsága, szabad. mozgásnak nevezzük; kényszermozgásnak, 
ha a mozgási álapot bizonyos függvényei ily invariáns j elegüek. 
Ha si1 és \C'l ily invariáns jelle  függvények, akkor az F bármely választásánál F' (si1, cp,i) is ilyen; a mozgás összes inva-riáns tulajdonságainak fölsorolásánál tehát az oly 
Sol ' 92' .. ' Sok 
függvényekre szorítkozhatunk, melyek közöt nincsen 
F ( si1 , 9'1. , ••• si k) = O 
alakú kapcsolat. E ől az is következik, hogy (n pontból áló 
rendszernél) az egymástól független invariáns jelegü függ-
vények száma 6n-nél nem lehet nagyobb, mert különben a 
koordináták folytonos változása azaz folytonos mozgás nem léte-
sülhet. Ugyanezen okból nem lehetnek az egyenletek olyanok, 
hogy a sebességi komponensek.eliminácziója után 3n-nél több 
független egyenlet maradna a koordináták és az ő közt és úgy 
tovább. 
A mozgás általános alaptörvényének fölálításánál tehát 
azon elte s ől kel kindulnunk, hogy kényszermozgás történik, 
melynél az összes egymástól független invariáns jelle  függ-
vények 91, si2 •.•• Sok· A szabad mozgds esete ebben mint specziális eset bennfoglaltatik, _ha a si függvények száma, k = 0 vagy hci 
az összes <p függvények mint álandók vannak megadva. 
Ama néha kényelmetlen jelemzését a kényszernek, hogy 
a <pi, ••• , <pk függvények értéke minden mozgási álapotnál ugyan-
az, fölcseréljük még avval, hogy e függvények teljes differen-
cziálhányadosa az ő szerint zérus. E differencziálhányados -
a et ező oldalon részletesen említet eset kivételével, ő  
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az invariáns függvény csakis a koordináták és az ő függ-
vénye - n gyorsulási komponensek lineáris függvénye, míg az 
együthatók a mozgási álapot függvényei. Ezen egyenletek, 
melyeket röviden a kényszer egyenleteinek nevezünk, a követ-
ező  
vagy röviden összefoglalva : 
 (A;ixi' + Bijyi' + Cijzi') = Uj. 1=1 
(j = 1, 2, .. k ) 
It természetesen : 
A . _ B<pi B-· _ B<pi C· _ B<pj 
1J - 8.i;i, , \1 - ay; , lJ - az; , 
B<p· n a<p B<p· a<p· U·=-1 + A -1 :t:i + - ) Yi +-) Zi. J Bt i=i a.1·; By; azi 
A kényszernek közönségesen egyedül tekintetbe vet esete, 
az, hogy a pontok koordinátái és az ő közt ál fönn egy vagy 
több 
(/) ( •.• , X; , y;, Z; , •.• , t) = Ü 
alakú egyenlet. A most elő tt föltevéseknek ez csak specziális 
esete, ekkor az oly mozgást vizsgáljuk, melyre nézve : 
 \' B<P , a<P , a<P ') a<P .A a:v. Xi + ay. Yi + az. Z; + -a-, t=1 • t t t t és 
'ri( ) [  ( B<P , B<P , a<P ') B J (p ••• , xi, Yi, zi , .. t - .A -8 . xi + -8 . Yi + -8 . zi + - t      
a mozgás invariáns tulajdonságait jelle ző függvények. Ekkor 
még az a kivételes dolog történik, hogy a minden egyes J ől 
képezett két invariáns függvény csak egy kényszeregyenletet szol-
gáltat. T. i. 
 (  x(' + a<P '.' + !.!.. z'.') + IJl= 0  ax. t ay. Yi az. 1 , 1=1 t t t 
hol IJ! részletes alakja közvetetlenül fölírható. 
II. NÉHÁNY ÚJ MECHAKIKAI FOGALOM BEYEZETÉSE. 
5. A megelözökben kijelölt czél elérésére néhány új mecha-
nikai fogalom bevezetése szükséges. Ilyen elősz r is a pontrend-
szer sebességváltozási, vagy rövidebben gyorsulási energiája, 
mely elnevezéssel a 
11 
 mi (xi'2 + yi'2 + zi'2) i=l 
kifejezést kívánom j elemezni, ha n pontból áló rendszerrel van 
dolgunk, és e rendszer i -eclik pontjának tömege mi , e pont 
gyoraulási komponensei xi', yi', zi'. 
Ha a közönséges megálapítások szer in t a 
n 
 m i (xi2 + yi2 + zi2) i=! 
kifejezés (vagy ennek fele, a mi egyr e  megy) szolgál a  mozgas1 
vagy helyváltozás energiájának mérésére, alig szorúl már indoko-
lásra, hogy az elő  fölirt alakot azon «energia» mérésére hasz-
náljuk, melylyel a sebesség változása vagy a  gyorsulás történik. 
Különben a pontrendszer e gyorsulási energiája egyenesen mint 
egy másik pontrendszer közönséges (mozgási) energiája ábrázol-
ható. H a  ugyanis oly pontrendszert képzelünk, melyben az 
i-edik pont koordinátái mindig az elő  pontrendszer i-edik 
pontjának sebességi komponensei, akkor az első pontrendszer 
egy meghatározot mozgásának a második pontrendszernek is 
meghatározot mozgása felel meg, és az utóbbi pontrendszer 
mozgási energiája minden egyes ő t  e e lő az első 
pontrendszer gyorsulási energiájával. 
6. Ugyanazon az úton, melyen a mozgási energiától a 
gyorsulási energiához jutotunk, a mitnka fogalmából is új fogal-
mat vezetheti.luk le. Erre vonatkozólag azonban nehány rövid 
A DINAMIKA ALAPEGYENLETEINEK JELENTÉSÉRŐL . 11 
előle es megjegyzés szükséges, a mennyiben nem álandó erő  
esetére a munka definicziója a közönséges tárgyalásokban nem 
egészen szigorú. Változó erő  esetében a L1t. ő e  végzet 
munka ugyanis csak e zel tőle  definiálható, mely megkö-
zelítés hibájától csak akkor szabadulunk, ha a L1t őr sze et 
minden határon túl kisebbítjük és a munkát összeg, azaz hatá-
rozot integrál alakjában fejezzük ki. A munka általános értel-
mezése a L1t őt rt r  néz\e - ha nem is szokták ezt ily 
módon kifejezni - valóban a et ező  
Ha a L1t őt rt  kezdetén az i-edik pontra ható erő  
Xi, Yi, Zi, és ezen ő alat az i-edik pont koordinátáinak 
változásai LÍXi, L1yi , L1Zi , akkor a ható erő  átlagos mun-
kája a L1t ő alat annál pontosabban lesz megadva az 
  (XiJXi + riLÍYi + Z iJZi) x őe s  
,;it i=1 
kifejezés által, minél kisebb a L1t őt rt  átlagos munka alat 
értve az őe s e  végzet munka nagyságát, ha az őe
ség alat végzet munka ző se az ő el arányosan történt 
volna, azaz úgy hogy e e lő ő e  e e lő nagyságú munkn 
let volna kifejtve; az arányossági t ező az lévén, melynél a 
a L1t ő e  ugyanazon munkaképzés történik, mint a való ág-
ban. Ez a számtani értelme annak, hogy a dt ő ere z l  
e elelő munka elem  (XidXi + ridyi + ZidZi). Ha ezután 
azt mondjuk, hogy a t ő t  végzet munka (vagy ponto-
sabban a t ő t  végzet átlagos munka)* 
n . A (Xixi + Yíyi + Zdi) x őe s  
1=1 
ez rövidebb kifejezése annak, hogy ezen alak a t-töl t + L1t-ig ter-
je ő őt rt  e elelő átlagos munkát annál pontosabban 
fejezi ki, minél kisebb a Llt; mert 
n ( Ll:v; r Llyi Llz; ) n ( r ' ' „ ' )  XTt + liTt + ZiLJt -. A Xix; + YíYi + Z;z; 1=1 !=1 
0 lesz, ha lim. L1t = 0. 
':' Minthogy tévedés t ő tr  >onatkozó mtmká.nál nem fordul-
hat elő  az átlagos jelző rövidség kedvéért ki is hagyható. 
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A t ő t  végzet munkának ezen l tel ez s ől 
azután közvetetlenül foly, hogy a t0-tól t-ig terje ő ő e  vég-
zet munka t .f  CXxi + Yiyi + ZiZ'i)dt t u 
l zt tetük it, mint ő  a sebess_ég (az őe s
ben befutot út) fogalmát átviszszük őt rt r l ő tr  a t 
ő t el  sebesség szintén annál pontosabban fejezi ki a t től 
t + Llt-ig terje ő őt rt  e elelő átlagos (t. i. az ő
egységre redukált) utat, minél kisebb a Jt. 
n Ennek e elelőle  a  (Xi xi + Yi yi + Zizi) kifejezés-
i=1 nek z lszer  lesz külön nevet adnak; Jegyen ez az erő  sebes-
ségi úriálja. A név indokol1ísára szolgáljon, hogy ÜLAusrus a n hasonló alkatú . :6 (Xi Xi + yi Yi + z i Zi) sze et az erő  viriál-
1= 1 jának nevezte. E szerint az erő  sebességi r j  a t ő t
ban nern más mint az erő e  a l ő t  úgzet munkájának 
ere ez l s  az ő szerint. 
Az erő e  munkája abból ál, hogy támadási pontjának, 
a mozgó pontnak helyét saját irányában ..-áltoztatja; e munkát 
azért pontosabban ismét helyváltozási munkának mondhat-
juk. - Ismét egészen természetesnek látszik, hogy az erő ama 
hatását is, melynél fogva támadási pontjának, a mozgó pontnak 
sebességét saját irányában változtatja, azaz ehhez egy az erő 
irányával e e ező irányú sebességi komponenst csatol, mun-
kának nevezzük, de megkülönböztetésül a közönséges munká-
tól, sebességváltozási vagy rövidebb1m gyorsukísi munkának. 
E szerint a 
n . a (Xixi' + Yiyi' +Zizi') 
t=l 
kifejezést nevezzük az erőre szer gyorsulási r j  a t 
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ő t  a ől azután a t0-tól t-ig terje ő ő z e  vég· 
zet gyorsulási munka: 
és a gyorsulási viriál ismét a t ő t  végzet gyorsulási 
munka differencziálhányadosa az ő szerint. 
7. Végre még egy új fogalom ezete ő be, mely azonban 
már nem keletkezik többé ismert fogalmakból az által, hogy 
ezeknek megalkotásánál a sebességeket folcseréljük a gyorsulá-
sokkal. Ez a et ező. Ha ismét egy n pontból áló rendszer-
nél az i edik pontnak tömege 111; és az i-edik pontra ható erő 
komponensei X;, Yi, Z;, akkor képezzük e kifejezést 
melyet az erőre szlr (a pontrendszerre vonatkozó) m ergema-
jának kivánok nevezni. Ezen elnevezést, melyet Sz1LY KÁLl\IÁN 
barátom ajánlot, azért találom különösen jónak, mert azon 
alak valóban a ható rendszernek azon tulajdonságát jelemzi, 
melynek a mozgó rendszerben az energia felel meg. Legalább 
bizonyos tekintetben e kifejezés az erörendszernek hatáskepes-
ségét fejezi ki tekintet.te! a pontrendszerre, a melyre hat; az új 
elnevezés azonban szükségesnek látszot a hatás, akczió, in-
t enzitás stb. szavak sokszoros, más értelemben t rt ő haszná-
lata miat. 
Ha egy pontot képzelünk, melynek tömege e e lő a pont-
r endszerben foglalt n pont tömegének összegével, 
]f = rn1 + 1l:2 + .. + 1nn' 
akkor mindig lehet egy R nagyságú erőt fölvenni, úgy hogy 
ezen erő e  az M. tömegü pontra vonatkozó energémája e e lő 
;,z erőre szer e  a pontrendszerre vonatkozó energémájával, 
ha. t. i. R-et úgy határozzuk meg, bogy 
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azaz 
hol természetesen a négyzetgyök pozitiv előjele választandó. 
Ha a pontrendszer csak egy pontból ál, R nem más, mint 
az ere ő nagysága; különben is indokolva lesz, ha R-et az erő
rendszer (absolut) nagyságának nevezzük. 
Az erőre sze r komponensei R segítségével kifejezve 
lesznek: 
hol azután: 
és még: 
n 
.] /1i (a2 + /1 + r  = 1 'i=l 1 t i 
ha a gyakrabban elő r l   viszonyszámokatµi-veljelöljük. 
Az ai, f3i, n együthatók összessége, mely az épen fölirt 
relácziónak tartozik eleget tenni, az erőre szer egy második 
tulajdonságát jelemzi, mely egy erő esetében átmegy ennek 
irányába, és melyet általánosságban az erőre szer dispoziczió-
jának vagy irányzatának akarok nevezni. Ez megadja az egyes 
pontokra ható erő  nagyságát, az egész erőre szer nagyságá-
hoz viszonyítva, t. i. 
és az i-edik pontra ható erő irányának cosinusait, a melyek 
Az .. ai, /3i , n, .. számok röviden az irányzat együt-
hatói legyenek. Tekintetel a közötük fönnáló kapcsolatra, 
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csak két oly. irányzat van, melynél az adot ai, bi, Ci számok, 
az irányzat úszonyszámai, melyekre nézve t. i. 
· • • : O.i : ,h : Ti : · · · = · · . : Cli : b i : Ci : ••• , mert ekkor 
hol 
Két oly irányzat, melynél a e elelő együthatók min-
dig csak az előjel e  különböznek, e e lő j elle  de elentet 
értelmíl. (Egy erő l elentet irányok.) 
Minden erőre szer megadható az elő e  szerint nagy-
sága és irányzata által. 
. Valamely .. , Xi , Yi , Zi , .. erőre szer  (S) (e szót 
az eddig használt értelemben véve) fölbontható k parcziális 
rendszerre vagy k (tágabb értelemben vet) komponensre, ha k 
oly erőre szert álapítunk meg: 
hogy 
Ekkor 81 , .. , 8k az 8 fölbontásából keletkezet, vagy 
megfordítva 8 az 81 .. 8k (geometriai) összetételénél elet ező 
ere ő erőre szer. 
Bárminök is a vizsgált pontrendszernek, melyre azon erő
rendszerek hatnak, sebességei vagy gyorsulásai, közvetetlenül 
látni, hogy a parcziális erőre szere  sebességi vagy gyorsulási 
viriáljának és tehát munkáiknak is összege nem más, mint az 
ere ő rendszer viriálja il. munkája. 
Elenben a parcziális erőre szere  energf>máinak összege 
általánosságban nem e e lő az ere ő rendszer energémájával. 
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De minden erőre szer totbontható egy és csakegy megha-
tározot módon két oly parcziális rendszerre, hogy az egyik rend-
szernek adot jclegü irányzata* legyen, és a két parcziális rend-
szer energémái11ak összege az adot rendszer enérgémájái:al 
e e lő. E foltétel tudnilik megadja ama parcziális rendszer 
nagyságát is. Ebben az esetben ama parcziális rendszert a 
rendszer komponense az aclot irányzatban. It már a kompo-
nens szót a közönséges sz e  értelemben ha ználjuk, úgy 
hogy az értelmezés egy erő esetében az llető erő e  adot 
irányba eső kompon ensét adj1:1. 
Adva. lévén az irányzat, az első rendszernek csak nagy-
sága választható még úgy, hogy a jelzet követelést kielégítsük. 
Legyen ez R', akkor 
Xi = R'ai, Yi = R',Ji, Zi = R'n, 
és természetesen 
Tehát az energérnára vonatkozó föltétel ki van elegítve, ha: 
n  + y2 + z12 n X'.12 + y112 + z(12 11 y-:! l  .l. z!  1 i , + .:;3 1 , i = A  __ i __ , , 
i=l 111i i=l 111i 1- 1 111; 
vagyis, ha M-mel szorzunk, hol ismét ;}] = m1 + .. + mn, 
'2 n;, T f ,2 2 --- - •> R + _.Óµi(Xi -Rfli +Y;-R',Ji + zi-R'ri-) = i=l 
11 
-  · ( ''! + lr  Z-l) - _..c.J,1.Ll .. l.i i + i 1=1 és így végre : 
11 2R'2- 2R' .A µi CXai + Yi:7i + Z;ri) = o. 
1= 1 
Ha tehát eltekintünk az R' = 0 formális megoldástól, mely 
valóban nem ád föl bontást, mert ekkor minden Xi J y;' z; is 
':' Ezentúl, na aüot irányzatról van szó, millig adot .JPlt'!Jl 
irányznt rte ő. 
f: ! 
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eltünik, lesz : 
n R' = A µi (Xiai + Yi 3i + ZirD . 
i=l 
Ha R' ezen értéke pozitív, akkor ama komponens irány-
zatának együthatói . . . ai , /J'i, ri, .. , nagysága R' ; ha R' 
negativ, akkor elentet rtel  irányzat választandó, mely-
nek együthatói .. , -a.i, -(3i, -ri, .. , míg a komponens 
nagysága - R'. Ha R' = 0, akkor azt mondjuk, hogy az llető 
irányzatban az erőre szer e  nincs komponense, azaz nagy-
sága, és evvel együt minden benne foglalt erő nagysága 0. 
9. Az adot j elle  iríl.nyzatnak e elelő komponens 
különben az energéma fogalmának alkalmazása n élkül a munka 
(akár a közönséges, akár a gyorsulási munka) segítségével is 
rtel ez ető. 
Az .. Xi, Yi, Zi, .. erőre szer e  komponense az .. ai, 
fh, n .. együthatóknak e elelő j elle  irányzatban  nem 
más mint azon erőre szer  melynek irányzata a most meg-
adot, és melynek sebességi viriálja, ő  a 1:sebességi kom-
ponensek 
haj hfJi hy'; .. ,_,_,_, .. 
rn m 111 
(hol h egy különben közönbös arányossági t ező  ugyanaz, 
mint az .. ' xi' yi' z i ' .. erőre szer . 
Ha e komponens nagyságát ismét R'-vel jelöljük, e 
szerint 
n a'.2 + .  +  r h (X.a'· + y . .Q'. + Z.y'") A R' h i " i i =  i i i"i 1 , 
i=t mi i=l 111 
ha tehát h-val osztunk és M-mel szorzunk, 
n n R' A fli (ai2 + /3i2 + ri2) = R'= A /li (Xiai + Y1/3i+Ziri), 
i=l i=l 
úgy mint elő . 
Ily irányú sebességek melet az elő  .. Xi', Yi', Zi', .. . vel 
jelzet erőre szer nem végez munkát; a jelenség olyan, mintha 
csak ama komponens végezne munkát, miért is e komponens 
M. T . AK. ÉRT . A MATH. TUD. KÖRÉB ŐL. 1887. XIV. K. 1. SZ. 2 
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ezen általánosításban is az llető irányzatnak e elelő munka-
ző komponens. 
Hasonló módon jutunk ismét e komponenshez, ha a sebes-
ségek és helyváltozási munka helyet a gyorsulásokat és a gyor-
sulási munkát harnnáljuk. 
10. Ha adva vannak valamely erőre szer komponensei 
azon irányzatokban, melyeknek jelegét az 
D1) .. ai1 , fli1, ri1, · · · 
Dk) .. aik, /3ik, rik, .. 
együthatók jelemzik, akkor egyszersmind ismeretes minden 
komponens, melynek irányzatát a 
.•. , l1ai1 + .. + lkaik, l1Pi1 + .„ + lk/3ik, l1 n1 + .. +lk rik, .. 
együthatók jelemzik. Mert ha ama komponensek nagysá.gt 
R1, .. Rk, akkor az utóbbié: 
R = l1R1 + .. + lkRk. 
Az l1 ••• h számok, hogy az utóbbi kifejezések irányzat 
együthatói legyenek, természetesen kel, hogy kielégítsék a 
et ező egyenletet 
n . "] µi ( (l1ai1 + .. + haik)2 + (ltfÍit + .. + lkfJik)2 + 
t=l 
+ (lin1 + .. + hnk)2) = 1. 
Minthogy ezen összeg mindig pozitiv, az u1 .• Uk számok tetsző
leges re szer ől egy U ellő meghatározása melet 
a feltételnek e elelő számok rendszere lesz. 
Ha a szóban l ő D1 , ••• , Dk irány:t:atok együthatói 
olyanok, hogy az u1 u'l, .. Uk számoknak legalább egy oly 
választásánál. hol nem minden u zérussal e e lő  
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U1ail + . ·. + 1tkUik = Ü, 
U1pí1 + · · + 1lk}ik = 0, 
lt1 Ti + . · + Uk7ik = 0, 
(i = 1, 2 .. n) 
akkor azt mondjuk, hogy a D1, ••• , Dk irányzatok nem füg-
getlenek egymástól. Ekkor ugyanis bármely erőre szer e  a 
D1, .• , Dk irányzatokba eső komponensei sem függetlenek 
egymástól, hanem ha e komponensek nagysága R1 , .. Rk, akkor: 
U1R1 + .. + UkRk = 0 
hol u1 ••• , uk az épen fölirt egyenletrendszernek egy gyökrend-
szere, m ely nem csupán 0-okból ál. 
Ha elenben ezen egyenletrendszert más értékek, mint 
u1 = 0, .. , itk = 0 nem elégítik ki, a Di .. Dk irányzatok 
egymástól függetlenek ; ekkor ugyanis vannak mindig oly erő
rendszerek, melyeknek a Di, .. ,Dk irányzatokba eső kompo-
nensei tetszőle ese  választot R1, ••• , Rk nagyságúak. Ennek bizonyítására csak az je ze ő meg, hogy az értel-
mezés szerint a D1, D!, .. Dk irányzatok egymástól füg-
getlenek vagy sem, a mint e k sorból és .3n oszlopból áló 
matrixból 
1 U11 ' iJJJ' r11' • · ·, ani, p nl , rni 
ez ető re  determinánsok közt legalább egy van, mely 
nem 0, vagy pedig e re  detei·minánsok mind elt e . 
Az első esetben a e elelő .. Xi, Yi, Zi, . . . e rőr e
szer meghatározására szolgáló egyenletrendszer : 
R1 = X1a11 + Y1ti11 + Zm1 + . · + Xnan1 + Yn1ni + Znrn1, 
Rk = X1a1k + Y1}1k + Z1r1k + . ·. + Xnrink + Yn1nk + Znrnk, 
mely ekkor tényleg az B , .. , Hk bármely értékeinél megold-
ható, még pedig 3n-k·szorosan határozatlan. 
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A mint e ől látni, több mint 3n egymástól független 
irányzat egyáltalában nern lehetséges; de 3n egymástól függet-
len irányzat végtelen sok-módon álapítható meg. Továbbá: 
Ha adva van valamely erőre szer e  3n egymástól füg-
getlen frányzatba eső komponensei'nek nagysága, akkor az erő
rendszer teljesen meg van határozva. 
Ezen utolsó álítás csak specziális esete a et ező  több-
-ször használandó általánosabb tételnek. · 
11. Ha az 81, .. 8k eró'rendszernek frányzatai D1, .. D, 
egymástól függetlenek, mindig létezik egy és csak egy oly 8 erő
rendszer, melynelc irányzata D nem független a D1, .. , D „ 
irányzatoktól, és melynek a D1, .•. , D1.-irányzatokba ső kom-
ponensei épen az 81, .. , k erőre szere . 
Az 81 , ••• , 8k rendszerek nagyságát és irányzatát úgy 
j elölve mint elő  ha tovií,bbá a kereset S rendszer  nagysága J1 és irányzatának együthatói: 
.. , l1'-i1 + .. + haik, l 9il + .. + lk.3ik, l1n1 + .. + hnk, .. ,
hol még 
n :]pi( (l1rJ.i1 + .. + h aik)2 + U1 9il + .. + h /3;k)2 + 
i=l 
+ (lm1 + .. +hm)2 )= 1, 
 1.) 
az R.1, l1 , ••• , lk meghatározására az utolsó egyenlet melet, a 
föladat értelmében még lesz : 
 /1i ( R(l111.i1 + .. + hrJ.ik) Uij + R(l1 /l i1 +· · + lk,-Jik) /lij i=1 + R(l1 r;1 + .. +lkr;k)riJ) =Ri, 
(j = 1 ' "],' .. ' k) 
vagyis 
11 
l1 (  + /3i1,Bij +ni Ti)+··+ i=l 
n . l  + h .°LJ.11i(r1.ikUij + /3ikr3ij + rikTij) - -R ' 
i=l 
( j= 1' 2 .. 'k) . 
(2.) 
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A (2.) rendszer megadja elősz r is l1• • • lk-t mint az 
Ri Rk h , 1. , r· . ' t l l ' R , .. , R omogen mear uggvenye ; az 1 ••• , k ezen er-
té.kei bevezetve az (1.) egyenletbe végre az R e  egy és csak 
egy. pozitiv értékét szolgáltatják 
A (2.) egyenletrendszer determinánsa ugyanis nem tünhe-
tik el, ha a D1, ••• , Dk irányzatok egymástól függetlenek. 
E determináns tudnilik úgy keletkezik, hogy az elő  
fölirt matrixot saját magával komponáljuk; az ily módon kelet-
ező determináns pedig ismeretes tétel értelmében (1. p. BALTZER, 
Determinanten, 6-ik §, 2.) csak akkor lehet 0, ha minden ama 
matrixból ez ető re  determináns 0, azaz ha a Di, .. ,D,. 
U:ányzatok nem függetlenek egymástól. 
12. Ha valamely erőre szer  S fölbontását két parcziális 
rendszere úgy eszközöljük, hogy az e lső parcziális rendszer az S 
komponense, akkor (/, második parcziális rendszer szintén az S 
komponense,  még pedig ha az 1 és 89 irányzatait a et ező együthatók jelemzik: 
akkor : 
D ) 1 P.' 1 1 ••• ' a i ' (JÍ • n ' .. ' 
D ) " (/" „ 2 ••• ' a ; ' J j ' n ' .. ' 
n 
 ( ' " P.' 011 + ' ") 0 A µi a iO.i + iJii-Ji TiTi = • i = l 
Két irányzat, melynek együthatói közöt ily kapcsolat ál 
fönn, egymásra vonatkozólag orthogonális irányzatnak mond-
ható. (Egy pont esetében, ő  az irányzatok irányokat jelen-
tenek, az llető erő  iránya t. i. egymásra erőle ese  ál). 
Legyen ugyanis az S rendszerre nézve a D1 irányzat 
eső komponens nagysága R'; akkor a föltételek értelmében 
Xi = R' ai + Xi', 
Yi = R' (Ji + Yi', zi = R' ri + Zi' . 
Az 81. vagy részletesen .. Xi', Yi', Z'l, . . . rendszernek 
legyen már most nagysága R", irányzatának együthatói 
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. . . , a'i, (1'/, ri', .. ; akkor ha a fölírt egyenletek /1.i ai, /li  /li ri-
vel szorozzuk és összeadunk lesz 
Liµ1 (Xiai+ Yi:9i+Ziri) = R' + R"  (aiai +,J'i/i' +riri') = 0 
Minthogy azonban R' máris a baloldalon áló kifejezéssel 
e e lő  ha valóban fölbontás történt, azaz 81 és S nem azonos, 
tehát R" nem 0, csakugyan : 
1l 
 ( , „ + a' :>" + , ") 0 .LJ /1.i a iai t'Í li nri = ' 
i=I 
és most már ha az egyenleteket rendre /lio.L /Li(1i', µi ri'-vel 
szorozzuk, végre 
n Li fl·i (Xiai' + Yitli' + Zirn = l" . 
i=l 
azaz 82 valóban az S-nek a D2 irányzatba eBő komponense. 13. Visszatérve ezután a e előző tárgyalásokra az összes 
erőre szere  melyekre nézve a Di, .. , Dk egymástól független 
irányzatokba eső komponensek nagysága R1 , .. , Rk, mint két 
komponens ere ő  ábrázolhatók. Az első komponens nem más, 
mint azon rendszer, melynek irányzata a D1, .. , Dk·tól 
nem független, és melyre nézve  a Di, .. , Dk irányzatokba eső 
komponensek nagysága R1 , .. Rk. Ez az elő e  szerint telje-
sen meg van határozva. A második komponens nagysága tetsző
legesen választható, irányzatára nézve pedig a D1 , .. , Dk 
irányzatokra vonatkozólag orthogonális. 
Ez annyit jelent, hogy ha e második komponens irány-
zatának együthatói 
••• ' <pi ' <f;i J /.i ' .. ' akkor n _°Liµi (aij'Pi + 13ij</Ji + rUJi) = 0 
t=1 (j = 1 J ••• J k). 
Ha amaz elő  meghatározot erőre szer nagysága R, 
irányzatának együthatói pedig ismét: 
. : . l1ai1 +.. + hai", l1/3i1 + .. + h /Íik, lm1 + .. + l"rik, .. 
akkor egyáltalában minden erőre szer így irható : 
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Xi = R (l1ail + .. + haiü + Xi', 
Yi = R Cl113i1 + .. + lk13ik) + Yi', 
Zi = R (lm1 + .. + lmk) + Zi'. 
Legyen az így elet ező .. Xi', Yi', Zi', .. erörendszer nagy-
sága p, irányzatának együthatói 
.. 'Pi' </li •f.i .••• , 
akkor hogy az .. , Xi, Yi, Z i , .. erörendszernek a D1, ••• , Dk 
irányzatokba eső komponensei épen R1, ••• ,· Rk legyenek, az 
Z1 ••. lk együthatók meghatározására szolgáló egyenletek értel-
mében kel, hogy 
Li fl.i (  + Yi' 3i + Zi'r1j) = o 
legyen, a mi tekintetbe véve, hogy 
Xi' = P'Pi, Yi' = pif1;, Zi' = PXi, 
végre követeli, hogy tételünk értelmében 
n 
AP.i (rpiaij + </li(Íij + 1.mJ) = 0 Í=l . 
legyen, hacsak nem p = 0; a mi ismét azon többször említet 
specziális esetnek felel meg, hogy a második komponens eltünik. 
H a p nem 0, akkor végre az Xi, Yi, Z i meghatározására 
szolgáló egyenleteket .. •/.Li 'fi, /1.i tfi, /.Li zi-vel szorozva lesz 
'/i ,n =  /.ti (_,1Úcpi + Yit/;i + Zilí) , i=l • 
azaz .. Xi', Yi', Zi', .. csakugyan az .. Xi, Yi, Zi, .. rend-
szemek a .. <pi, </li, lí, .. együthatók által jelemzet irány-
Aatba esö komponense. 
H a egy adot .. , X1, Yi, Z i , .. erőre szer ől indu-
lunk ki, akkor a D1, Di .. Dk irányzatok megadása után az 
R1, ••• Rk, és ezekkel az Z1, ••• lkt továbbá az R, valamint végre 
az . . . , Xi', Yi', Zi', .. vagyis a p, .. , cpi , <fi, Zi, .. értékei is 
teljesen meglesznek határozva. Mint  látni ezen eredmény 
még a et ező tételben foglalható össze. 
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Adot erőre szer csak egy móclon bontható föl két oly 
komponensre, hogy az egyik komponensnek a tetszőle ese  meg-
szabot és egymástól független Di .. , Dk irányzatokba eső 
komponensei ugyanazok legyenek, mint az eredeti teljes rendszeré, 
míg irányzata a D 1 , ••• , Dd ól nem független. A második kom· ponens irímyzata veclig mindig orthogonális legyen a D1, .. , Dk-
hoz képest. 
Ehhez ugyanis szükséges, hogy a második komponensnek 
a D1, ••• Dk, irányzatokba eső részei eltünjenek; tehát kel, hogy irányzata a D1, ••• , Dk· hoz képest orthogonális le· gyen. E szerint az első komponens nem lehet más, mint azon. 
erőre szer  melyet a 11. czikkben meghatároztunk, és melylyel 
a második is teljesen meg van határozva. 
III. A MOZGÁS ALAPTÖRVÉNYEI. 
14. Legyen ismét a vizsgált pontrendszer i-edik pontjának 
tömege, m i az i-edik pontra ható erő komponensei x i ' yi ' zi. 
A pontrendszer mozgása kényszer hatásával történik; a kény-
szer egyenletei : 
n .] (Ailxi' + Büyi' + Ci1zi' ) =Ui. 
Í=l 
n 
. ] (ÁijXi' + Bij yi' + Cijzi') = ui, 
t=l 
n 
 (ÁikXf1 + Bikyi' + cikzi') = UK' 
Í=l 
a mely egyenletek természetesen egymástól függetleneknek téte-
lez ető  föl. 
Első sorban ezen egyenletek jelentése a e előzőle  beve-
zetet új fogalmak segítségével igen egyszerüen ejez ető ki. 
E czélból oszszuk el a j-edik egyenlet minden tagját a 
pozitiv értékével; ha röviden 
Á· 
1() = aij, .S µi(Ay + Bij +  
1=1 
n. e . r = fi, v :„ = ni, 
az egyenletek a et ező alakba mennek át : 
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n 
"'Q 11 3 11 + ") .A(  Xi + 1 ijYi TijZi = (/j, 
t=l 
n 
 (a1kXÍ1 + flikYi'-+ Tikzi') = 9k· 
i=l 
It az egyes egyenletekben a gyorsulási komponensek 
együthatói : 
.. ' flij ' Jij ' Ti ' .. 
irányzatok együthatói, mert a bevezetet osztók érteke miat: 
Az egy-egy egyenlet együthatóinak e elelő irányzatokat 
ismét D1, ••• , Dj, .. , Dk·val jelöljilk. A D1, ••• , Dk irány-
zatok egymástól függetlenek, mert különben a kényszer egyen-
letei sem volnának egymástól függetlenek. 
Ha a ható erő  rendszerének a D1 , ••• , Dk irányzatokba 
eső komponenseinek nagyságát R1 ••• , Rvval jelöljük, az egyen-letek R1 ••• , Rk·val szorozva átmennek a et ező alakba: 
n .A (lij%xi' + R.i.1l#Jti' + R.mi zi') = Ri9i t = 1 
melynek jelentése az, hogy az erőre szer a Di irányzatba 
eső komponensének gyorsulási viriá(ja a kényszer következtében 
minden pilanatban a mozgási álapotnak meghatározot függ-
vénye. 
(Csak akkor nem gyakorol befolyást ezen eredményre az 
llető kényszeregyenlet, ha az llető komponens nagysága zérus, 
a mikor az llető gyorsulási viriálról különben is már tudjuk, 
hogy zérus.) 
Hasonlókép ismerjük a gyorsulási viriált, az erőre
szernek bármely a D1, ••. , D„ irányzatoktól nem független irányzatba eső komponensére vonatkozólag. Ha ugyanis az 
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átalakítot kényszeregyenleteket a e elelő Z1 . . . lk együtha-
tókkal szorozzuk és ismét 
akkor 
 (R(l1ai1 + .. + haik) xi' + R(l1.qi1 + · ·. + lk}ik) y:/ + 
-i=I + R (lm1 + .. + lkrtk) zi') = R (l1g1 + .. + ljgj), 
mely egyenlet az erőre szer bármely a lJ1, ••• , Dk irány-
zatoktól nem független irányzatba eső komponensek gyorsu-
lási viriálját megadja, mint a mozgási álapot függvényét. 
Az erőre szer e  a D1 ••• D1r irányzatoktól· nem füg-
getlen irányzatba eső komponenseit ez okból a kényszernek 
alá'l:etet komponenseknek mondhatjuk. 
Elenben az adot erőre szer e  bármely más kompo-
nense csak részben lesz a kényszernek alávetve, a mennyiben e 
komponensnek a (D1 •.• D1r) irányzatok* valamelyikébe eső alkomponense ismét olyan, melynek gyorsulási viriálja isme-
retes. Kivételt tesz azonban azon eset, ő  a vizsgált kom-
ponens irányzata a (D1 ••• D,.-) irányzataira vonatkozólag orthogonális, tehát minden a (D1 •.• , D1r) irányzatba eső 
alkomponens nagysága zérus, és így gyorsulási viriálja is a 
kényszer egyenleteitöl függetlenül zérus. Ezen esetben a kom-
e sről azt mondjuk, hogy nincs a kényszernek alávetve, 
vagyis szabad komponens. Tényleg ha bármiképen megálapí-
tunk 3n-k független és a D1, ••• , D k-hoz orthogonális irány-zatot, és bárhogy szabjuk meg az ezen irányzatokba eső kompo-
nensek gyorsulási viriálját, oly egyenletek keletkeznek, melyek 
a kényszer egyenleteivel mindenkor összeférnek. 
Világos, hogy a (1J1, ••• , D1r) irányzatokhoz orthogo-
nális irányzatokra szorítkozhatunk a szere e lete től 
független ujabb egyenletek képezésénél. Mert minden más eset-
ben a komponens a 13. czikk értelmében fölbontható két részre, 
hol az egyiknek gyorsulási viriálja már a kényszer egyenle-
':' «A (D1, ••• , Dk) irányzatok> rövidebb kifejezés a D1, ••• , Dk-t ól nem független irányzatok összessége helyet. 
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te ől ismeretes, a másik rész pedig csakugyan a (D1 • • • Dk) 
irányzatokhoz orthogonális irányzatba eső komponens. 
Fölhasználva újból a 13. czikk tételét, ő  egy n pont-
ból áló rendszeren meghatározot erőre szer és meghatáro-
zot kényszer  az erőre szer (minden ő t  jegy 
és csak egy meghatározot módon bontható fal két komponensre 
úgy, hogy ezek közül az egyik a kényszernek alávetet, a másik 
pedig szabad komponens. 
Nem szorúl újabb indokolásra, hogy e kiváló kompo-
nensek, mint az eró'rendszer szabad, lletőle  a kényszernek alá-
vetet részei ezentúl külön névvel szerepelnek. 
15. Ezek után végre átérhetünk a mozgás általános alap-
törvényének fogalmazására, melynek l ző anftlog alakjai 
közül a részletes tárgyalásra azt választom, mely bizonyos tekin-
tetben ezen alakok közt a le e szer  és legte1·mészetesebb. 
Ez a et ező. 
A pontrendszerre ható erőre szer szabad részének gyorsu-
lási viriálja minden ő t  e e lő az erőre szer e sza-
bad részének energémájával. 
Mindazon mozgások közt, melyek a kényszer egyenletá nek 
és  a  gyorsulási viriálra 'COnatkozólag épen kimondot tételnek 
e elelőle  történhetnének, azon mozgás létesül, melynél a gyor-
sulási energia minden ő t  minimum. 
Törvényünk jelentésére nézve még fontos megjegyzés a 
et ező. Hogy két mozgásnál a gyorsulási viriál minden ő
pontban ugyanaz, ugyanannyit jelent - csak mathematikailag 
e szer  fogalmazásban -mint azon álítás, hogy a két moz-
gásnál bármely ő z e  a gyorsulási munka ugyanaz. Szint-
úgy azon áliítás, hogy valamely mozgásnál a gyorsulási viriál 
minden ő t  nagyobb (kisebb), mint egy bizonyos másik 
mozgásnál, teljesen e rt  avval, hogy az első mozgásnál a 
gyorsulási munka l>ármely ő z e  nagyobb (kisebb), mint a 
másik mozgásnál. 
Az ele ze ő törvény két r sz ől ál, az első az erő  
gyorsulási üráljának nagyságát álapítja meg; a második a 
gyorsulási energiát egy minimum föltételnek veti alá. Az egész 
törvénynek axioma-jelege van; és a törvény igazolása csak 
annyiból ál, hogy kimutatjuk miszerint, bármilyenek is a ható 
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erő  és a kényszer föltételei, e törvény mindenkor a mozgásnak 
közönségesen fölvet differencziálegyenleteihez és csak ezekhez 
vezet. 
Elősz r is a törvény első részével foglalkozunk ; világos, 
hogy miután az erőre szer e  ama része, mely a kénysze1·nek 
alá van vetve, meghatározot gyorsulási munkát végez ez ugyis 
ejez ető  hogy a ható erő e  bármely ő z e  kifejtet 
összes gyorsulási munkája meg van adva. 
A törvény első xészének tartalma tehát egyenletben, a 
gyorwlási viriál egyenletében foglalható össze, melynek alak-
ját az eddigi jelzések megtartásával et ező  lehet részlete-
sen kifejteni. 
Legyen ismét az i-edik (mi t e  pontra ható erő kom-
ponensei Xi, Yi, Zi; a kényszer egyenletei : 
n Li (aijXl1 + /h;yi' + rijzi') = fü · 
Í=l (j = 1, .. ' k) 
Akkor elöször is az .. ' xi' yi ' zi' .. erőre szer azon részé-
nek, mely a kényszernek alá ,-an \et,-e, nagysága R és irány-
zata, melyet az 
.. l1ai1 + .. +lkaik, l1}i1 + .. + lk}ik, l1ni + · . +hnk, · · · 
együthatók jelemeznek, a et ező R, l1 , ••• , lk meghatározá-
sára. szolgáló egyenletek által lesz megadrn ( 11. czikk) : 
n _:;2µ1(l1a11+ · .+ lkaik)2+(li.'i1 +. · .+ h.'1iü2+ t=l + (l1/il + .. + lk/ik)2) = 1, 
n l1 A µi(ai1% + t1ü(3i + r11riJ) + .. + Í=l 
n R· + lk _°'LiµMik% + /3ik}ij + nmi) = R'J ' 
t=l hol ismét n Rj = ( J + Yi/Íij + Zm). 
t=l 
Ekkor továbbá az erőre szer szabad része 
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Xi' = Xi-Rcl1ai1 + .. + lkaik), 
Yi' = Yi -R(l1f3i1 + .. + lkfJik), 
Zi' = Zi -R(l1n1 + .. + lknk). 
A kényszernek alávetet rész gyorsulási viriálja: 
_ n R .,:3(l1ai1 + .. + lkaik)xi' + (l1(Ji1 + .. + lk,8ik)yi' + ;=l + (l1n1 + .. + lkr;k)zi'), 
mely a kényszer egyenleteinek alapján még így is frh:;i.tó : 
R(11g1 + l2g2 + .. + lkgk); 
a szabad részé a fölálítot tétel értelmében, ha e az egész erő
rendszernak az adot pontrendszerre vonatkozó energémáját 
jelenti és M = m1 + .. + mn, 
j (Xi-l(l1ai1+. . +lkaik))2+ .. + ( Zi-R(l1yí1 + .. +lkYik))2 
i=l 111i 
és így végre a gyorsulási l"iriál egyenlete: 
n .](Xixi' + Yiyi' +Zizi') = i=J . 
R2 e--111 
- RCJ. = R(l1g1 + .. + lkgk) +e-111· 
16. A gyorsulási energiára vonatkozó minimum föltétel 
végre megadja az xi, yi', zi' gyorsulási komponenseket, mint a 
mozgás álapot jelző e  és a ható erő  .. xi' yi' zi , .. kompo-
nenseinek függvényeit. 
Legyenek, mint ily variácziószámítási problémáknál szoká-
sos, xi', yi', zi' azon e előre l tező e  fölvet, de még ismeret-
len függvények, melyek a minimum-föltételt kielégítik. Bármely 
más mozgásnál az xi', yi', zi' függvények helyébe más xi' + Llxi', 
yi' + Llyi', zi' + Llzi' fúggyények lépnek, hol a függvényeknek 
(véges) variácziói csak azon föltételnek vannak alávetve, hogy a 
varialt függvények is eleget tegyenek a gyorsulási viriál és a 
kényszer egyenleteinek. 
Minthogy ezen egyenletek az xi', yi', zi'-re mind első  
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a föltételek, melyeknek a Llxi', Llyi', Llzi' variácziók eleget tenni 
tartoznak a et ező  : 
és 
n .LiCXLlxi' + YiLlyi' + ZiJzi') = o, 
t=J 
11 -.;:(?.· -<x'·' -l-:i . A,,_, + r· ·''7.'!) - O .LJ J .J 1 1 1J1Ji.J .1 t !Ji.J"t - • l=l 
(j = l ' .. 'k). 
(a) 
(b) 
Ha a gyorsulási komponensek xi', yi', zi', a rendszer gyor-
sulási energiája, melyet most röviden E2-vel jelölünk: 
tehát: 
n 
n E'l = .:3mi(xi'2 + yi'2 + zi'2), 
i=J 
L1E2= .:3ni( (xi' +.Jxi')2+(yi' +Llyi')2+(zi' +Llzi')2) -
i=l 
n  ( 112 + . 11'1. + 112) - Arl'li Xi Yi Zi ' i=l 
vagy >égre 
n 1 AE -.;: ( 11 A 11 11 .1 11 11 A ") + - -i.J "'= A11'li Xi üXi + 1/i üYi + Zi üZi '1. - i=l . 
+ t_]mi(<1xt2+ .1y/2+ Lll  
t=l 
H a az (a) egyenletet e előre határozatlanµ, a (b)-egyen-
leteket e előre. hn.tározatlan )._; függvényekkel szorozva a t<JR 
utolsó ejez s ől levonjuk, ez végre lesz: 
n }.1E2 = . :3(mixi'-pXi-A1ai1-.. -lkaik).1xi' + i=l 
n + ](miyi'-11Yi-A1Pi1-.. -h}ik).1yi' + 
i=l 
n + ](mizi'- 1Zi-A1 ni-.. -hnk)Llzi' + i=l 
1 n (-„2 - ,12 - „<JJ, +2 Ami <ÍXi +<Jyi +J.?i ). i=1 
Általánosságban a .1xi', .1yi', .1zi' függvenyvariácziók absolut 
értéke oly kicsinyre e ető  hogy a három első sorban áló első
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re  tagok által meghatározot előjel  az utolsó sorban áló má-
s e  tagok hozzáadásánál már nem változik. De a Llxi', L1y'l, 
Llzi' megfelelvén az (a) és (b) föltételeknek, ép úgy megfelelnek 
-Llxi', -Llyi', -Llzi', és így a LJE2-nek elle ező előjel  érté-
keket lehetvén adni, az xi', yi', zi' egyáltalában nem elégíthet-
nék ki a minimum föltételt; egyetlenegy eset kfrételé>el, hat. i. 
minden Llxi, L1yi, Llzi' együthatója 0, azaz az elsőre  tagok 
egészen elesnek. Erre kel, hogy legyen : 
'fniXi' = pXi + J.1 ai1 + .. + haik, 
rniyi' = µ Yi + J.1:'h1 + .. + h .3ik> (e) 
rnizi' = pZi + J.1n1 + .. + hnk, 
hol az eddig határozatlanul maradt p, ),1 , ••• , Ak függyények ama 
föltételeknek e elelőle  választandók, hogy az xi', yi', zi' eleget 
tegyenek a gyorsulási viriál és a kényszer egyenleteinek, a mi 
a szorzók teljes meghatározását adja. 
Jegyezzük meg mindjárt it, hogy ekkor: 
AE  (Afl2 --;1'1'! Afl2) i.J 2 = r  üXi +i.JYi +i.JZi i=1 . 
mindig pozitiv, azaz a gyorsulási energia az ekkép >álasztot 
függvények variálásánál mindig nagyobbodik, tehát absolut 
minimitm, ha a gyorsulások a (e) e e lete ől vannak megha-
tározl(a. 
1 7. Végre még el eze ő a p, J.1 •  J.k függvények meg-
határozása. Behelyetesítve xi', yi', zi' értékeit a gyorsulási viriál 
és a kényszer egyenleteibe, lesz : . (  µXi+;.1cci1+ .. +).kaik + y. t'-Yi+;·1t'1i1+„+;·kt'1ik 
• ..:.i i '111· i ?n· + i=1 i i 
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Ez csakugyan k+l első  egyenlet a µ, ),1, •.• },k meghatáro-
zására, legyen ismét röTfrlen 
JJI = m1 + .. mn, 
és az erőre szer energémája 
J   i t 1 e=.:.; ' i=1 171i 
akkor ezen egyenletrendszer et ező  is írható, ha t. i. 
minden egyenletben lf-mel szorzunk: 
.Jleµ + J.1R1+ .. + hRk = JIR(l1g1 + .. + hgk) + 1le-R , 
'11 R:i.u + J.1_"2iµi(ai1Ui + 13i1}ij+ ni rtj) + .. 
t=l 
n · · + h _"2iµi(aik% + 131k}ij + nkrtj) = .J.lfgj. i=l 
(j = 1„. „ k) 
Ha az utóbbi k egyenletet rendre Rl1, ••• , Rlk-Tal szorozunk és 
ezeket azután az első e e let ől levonjuk, akkor az ere ő egyen -
letben a J.1, .•• , h együthatói : 
R1 -R l  (ailail + (h1:3i1 + n1n1) + .. 
i=l 
mint az R;j -nek a 15. czikkben kiírt rt ől közvetetlenül látni, R mind elt e . Minthogy továbbá 
- -2 R (R1 l1 + . „ + Rdk) = R lesz végre: 
azaz: 
µ = 1, (A) 
lI. T. AK. ÉRT. A MATH. TUD. KÖRÉBŐL. 1887. XIV. K. 1. SZ. 3 
' 
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hacsak nem e = ! . Minthogy e az egész erőre szer   pedig a 
kényszernek alávetet rész energémája, ez csak akkor történik, ha 
az erőre szer szabad részének energémája, tehát nagysága is 0, 
azaz ha az egész erörendszer irányzata a (D1, ••• , D„) irány-
zatok sokaságába esik. Minden más esetben végre a J.1 ••• ).k 
együthatók meghatározása a 
(B ) 
n aik aik + Pik Pik + Yik Yik l  +h  11/i =gk-Jf 
egyenletekböl történik.* 
A fönt említet kivételes esetnek lényege az, hogy a k + 1 
egyenlet (szintúgy az eredeti k + 1 föltételi egyenlet) nem füg-
getlen egymástól, hanem az elsö a többinek következménye. 
Hanem ekkor a (e) alat fölálítot alakok nem tartalmazzák 
valóban aµ, ),1 ••• h fü.ggvényeket egymástól függetlenül, hanem csupán k eze ől összeálítot lineár alakot. Minthogy ugyanis 
az .. Xi, Yi, Zi .. erörendszer a (D1, ••• , Dk) irányzatok 
egyikébe esik, lesz a h1 ••• hk kelö meghatározása után 
xi = JJ1e (h1 ail + .. + hk flik)' 
Yi = Me (h1 flil + .. + hk flik) , zi = v JJie (h 1 N + .. + hk nk) ' és így végre 
mxi' = (h1 p. V Me + J.1) C1i1 + .. + (hk µ V Me + h) aik, 
myi' = (h1 µ VMe + J.1) (Ji1 + .. + (hk /1 V Me + J.k) Pik, 
mzi' = (h111 V Me + J.1) ri1 + .. + (hkp V Me + J.k) nk, 
':' E rendszer determinánsa ugyanaz, mely a 11. czikk végén sze-
repelt, tehát soha nem tünik el ; és így a (BJ egyenletrendszer mindig 
a J.-k-nak egy és csak egy értékrendszerét adja. 
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hol az ai1 , 13i1 , ni , . . . együthatói még akkor is tetszőle es 
rt e  lesznek, ha ismét µ helyet 1-et teszünk. Ezen helyet-
tesítés tehát most az egyenletek általános voltán nem változtat, 
és ennek végrehajtása után a k független egyenlet (  k füg-
getlen föltétel) a J.-k meghatározására ugyanazon egyenleteket 
zolgáltatja mint elöbb. 
E szerint a gyorsulási energia minimumának tétele mindig 
a körntkezö cliferencziálegyenletekhez vezet: 
rlXt1 = Xi + ), Jlil + • · +h Uik , 
myi' = Y1 + J.1 }i1 + .. + h }ik , (0.) 
mzi' = Zi + ),1 Til + .. + h 7ik, 
hol a }, együthatók meghatározására a (B) alat fölálítot első
fokú egyenletrendszer szolgál. 
Ha a kényszer mint közönségesen egyszerübben csak 
sc1 <· . , Xi, Yi, zi, .. , o = cl 
sci <· . xi, Yi zi, .. t) = e„ 
alakú egyenletek segítségével van definiálva, (melyek a sebességi 
komponenseket nem tartalmazzák) akkor, mint már a 4. czikk-
b  n kifejtetük, a kényszer egyenletei : 
azaz 
hol még: 
l _ _. f n (( 8<p· )! ( 8<p· )2 ( B<p· )2) --v l  _ J + _ J + _ J Lj l 8.vi 8yi 8zi 
é a (0) egyenletek nem mások mint a mozgás diferencziál-
egyenletei a LrnRANGE-tól származó alakban. A megegyezésre 
vonatkozólag legfölebb még e je ze ő  hogy Rj az .. Xi, ri, Zi .. erörendszerre nézve a Dj irányzatba esö komponens 
nagysága, azaz 
3'" 
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tehát 
(D) 
18. A mozgás alaptörvényének más megálapítása, mely 
alakilag a most részletesen tárgyaltal teljesen analog, de tartal-
mára nézve atól egészen független, oly módon r ető el, hogy 
a gyorsulási energia és a gyorsulási viriál szerepét egymással 
fölcseréljük. Ekkor ugyanis a törvény első része a gyorsulási 
energia nagyságát álapítja meg, míg a második rész a gyor-
sulási viriált most maximum feltételhez köti. 
Ennek részletes kifejtésére szükséges volna a gyorsulások 
rendszerének fölbontását és összetevését ép oly módon kifejteni, 
mint ez a e előző e  erőre szere re vonatkozólag történt ; 
e két ej.mélet, ha nem egyes pontra, hanem pontrendszerre vo-
natkozik, többé nem teljesen azonos. Ennek oka abban rejlik, 
hogy míg az erőre szer nagyságát a 
n xJ+ zJ  i i t 
i=l mi 
kifejezés négyzetgyöke méri, addig a gyorsulások rendszerére 
vonatkozólag a gyorsulási energia 
veszi át az energéma szerepét; e két kifejezésnél pedig a meg-
elelő együthatók nem e e lő  hanem recziprok értékek. 
A gyorsulások rendszere i:t is fölbontható egy szabad és egy kény-
szernek alávetet részre, mindegyik külön fölépésének bizonyos 
gyorsulási energia felel meg, a kényszernek alávetet r sz ől 
elet ező a kényszer e e lete ől van megad var, a másik pedig az 
erőre szer egy e jelelő komponensének energémájával e e lő. 
A mozgás alapt.öxvényének e megálapítását azért tart_om a meg-
előző l kevésbé e szer e  és természetesnek, mert ő  gyor-
sulások és erő  rendszerének e elelő irányzatait külön meg-
álapítjuk, evvel új axiomát vezetünk be, melyre az elő  tárgya-
lásnál nem volt szükség; ot ugyanis ugyanazon egy bizonyos 
komponens munkáját és energémáját álítotuk e e lő e . 
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A gyorsulási energia egyenletének e fölálítása után a moz-
gás alaptörvényének második része ret ező  hangzik : 
·Mindazon mozgások közt, melyek a kényszeregyenleteinek és 
a gyorsulási energia egyenletének e elelőle  történhetnének, azon 
mozgás létesül, melynél a gyorsulási viriál minden ő t  
maximum. 
E törvény tartalmának lényegét különben új szempontok 
bevezetése nélkül is kimondhatjuk, csakhogy ekkor e szer e  
a t rt ő mozgás egy tulajdonságát fejezi, de nem alaptör-
>ényét, a mennyiben akkor (az első rész elhagyása miat) nem 
adj a meg a mozgás meghatározására szükséges és ele e ő ada-
tokat. E tétel a et ező : 
19. A valóban t rt ő mozgásnál a gyorsulási viriál 
minilen ő t  nagyobb, mint bármely más mozgásnál, mely 
a kényszer egyenleteinek e elelőle  történik, és melynél a gyor-
sulási energia minden ő t  ugyan az volna, mint a való-
ban t rt ő mozgásnál. 
A valóban történö mozgás alat most természetesen azt 
értjük, melyet az elő  fölálítot egyenletek definiálnak. A «moz-
gások», melyekkel az összehasonlítás történik, olyképen tekin-
te ő  megadotaknak, hogy xi', yi, zi', a mozgási álapot jel-
ző e  és az .. Xi, Yi, Zi, . . erökomponensek r ő függ-
vényei, hacsak az említet föltételeknek megfelelnek. 
Ha xi, yi, zi' a ( 0) egyenletek által definiált függvények, 
akkor a mozgási álapot jelző e  és az erökomponenseknek bár-
mely más függvényeit, melyek épen más törvény szerint t rt ő 
mozgásnál a gyorsulási komponenseket adnák, xi' +Llxi', ifi' +Llyi', 
zi' + Llzi'-vel jelölhetjük, hol tlxi', tlyi', Llzi' ismét a föltételeknek 
alávetet, különben tetszőle es (>éges) >ariacziók. Ha a gyorsu-
lási vi-iált röviden r2->el jelöljük: 
akkor: 
A Llxi', Llyi', Llzi' számára fönnáló föltételek a kényszeregyenletek-
böl ép úgy, mint elő  
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n A (aijLlxi' + PijLlyi' + rijJZi') = 0; (2.) i=1 (j = 1 ' .. ' k) 
végre még minthogy a gyorsulási energia a tekintetbe j ő moz-
gásoknál e elelő ő t  mindig ugyanaz, még : 
t J ( _]mi (xi'2 + yi'2 + zi'2) = 0, \=1 
vagy részletesebben írva 
n 
 ( 11 A 11 + 11. f 11 + 11 .  11) + LJ mi Xi .iXi Yi "Yi Zi .iZi 
i = l (3.) 
Ha a (2) alat áló kifejezéseket, :1.1 ••• Ak-val szorozva, a 
LIVi-hez hozzáadjuk és még a (3) alat áló kifejezést előle levon-
juk, L1 V2 ertéke, minthogy ezek mind zérusok, nem változik; de 
ekkor az xi', yi', zi' függvények a (C) e e lete ől adot értékénél : 
n c-112 -„2 -„2) L1 Vi = -4-A 'mi Llxi + Llyi + Jz; ; i=l 
azaz a gyorsulási viriál variácziója mindig negativ; vagyis a 
valóban t rt ő mozgásnál a gyorsulási viriál nagyobb, mint 
bármely más a föltételek szerint lehetséges mozgásnál, a mi 
bebizonyítandó volt. 
20. A dinamika alapegyenletei a gyorsulási komponenseket, 
mint a mozgási ll tjelző e  és az erő e se e  függvé-
nyeit adják. Az ebben foglalt kérdéstétel azonban meg is fordítható; 
úgy képzelhetjük, hogy a gyorsulási komponensek ismeretesek, 
mint a mozgási ll tjelző e  függvényei, és kereshetünk az1:1tán 
oly általános elvet, mely a ll ő erő et adja meg, mint a moz-
gási ll tjelző e  és a gyorsulási komponenseknek függvényeit. 
Közvetetleni.il világos azonban, hogy ekkor szerről a szó 
elő  értelemben nem lehet szó; a kényszer föltételei ugyanis a 
gyorsulási komponensek határozatlanságát megszorítják, de nem 
szüntetik meg egészen, míg most, ő  e gyorsulási komponensek 
teljesen meg vannak adva, ily föltételnek nem volna értelme.* 
* Következetesen it kényszeregyenletnek az ilyent kelene nevezni: 
n 
 (t·X + b . y. + C·Z·= q· LJ t] i 'IJ i 1J i • 7, i=1 
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A jelzet probléma most úgy is fogalmazható, hogy teljes kény· 
szer  az llető pontrendszeren, azaz 3n kényszeregyenle-
tünk van, mely a gyorsulási komponenseket teljesen megadja; 
meghatározandó azon szabad mozgás, vagyis az azon szabad 
mozgás létesítésére szükséges erő  melynél a pontrendszer moz-
gá a ugyanaz, mint ama teljes kényszernél. A fölvetet kérdésre 
a et ező tétel adja meg a feleletet. 
A szabad mozgásnál r ő erőre szer gyorsulási viri-
j  minden ő t  e e lő l zJOntrendszer gyorsulási ener-
!Jiójával; az erőre szer ener!Jémája pedig kisebb, mint bármely 
más erőre szer  melynek oyorsulási viriálja szintén minden 
ő t  a pontrendszer 9yorsulási encrg-iádával e e lő. 
Legyen ismét .. , Xi, l'i , Zi , .. a tételnek e elelő  egy-
előre hypothetikusan fölvet erőre szer  bármely más erőre
zer .. Xi + L1X, Yi + L1Yi, Zi + L1Z;,.:. Akkor a tétel értel-
mében 
míg: 
tehát: 
IL x. LIX. + y. LI y. + K LIZi n  +tir t z  1_ Lle = .:8 1 i i i i + t :2 , , , 
- i=1 711i i=l 111i 
és ha ismét a variácziók föltételi egyenletében egy e előre ha-
tározatlan /.J. szorzóval szorzunk és levonunk 
-l! -2 --'J! n LIX. +LI Y. +LIZ. + t.  t t t 
i=I 111i 
melynek értelme az volna, hogy a erese ő erőre szer bizonyos disz. 
poziczióba eső komponensének nagysága meg van adva. E fölfogás követ-
kezetes keresztülvitele a dinamikában a geometriából ismeretes dualitás 
elvéhez hasonlító megálapításokhoz vezet, melyekre ez alkalommal nem 
kívánok átérni. 
I 
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Az erőre szer tehát csak akkor tehet eleget a tétel követeléseinek, 
ha 
yi " m =11Yi; 
zi „ m =µZi; 
akkor pedig csakugyan : 
_<l) -2 -2 n LJX: + LJY. + LJZ. -,1-.Je = t.] i i i 
 i=l 117i 
azaz az energéma vanacz10Ja mindig pozitív, vagyis amaz erő  
energémája absolut minimum. 
A µ szorzó meghatározására szolgál a tétel első része, mely 
szerint: 
a ől xi ' yi ' z i értékeinek helyetesítésénél z etetle l kö-
vetkezik, hogy 
µ= 1, 
ha csak nem minden gyorsulási komponens 0, a mikor a fön-
tebbi egyenletek szerint tekintet nélki.il a .µ értékére, minden xi' 
Yi, Zi is eltünik. Tehát akkor is, az eredmény változtatása 
nélkül µ-t 1-nek lehet venni. Vagyis a elet ező egyenletek: 
csakugyan a szabad mozgás egyenletei. 
21. Minthogy a pontrendszer bármely mozgása, mint bizo-
nyos fictiv erő  hatása melet t rt ő szabad mozgás te t ető  
a kényszermozgás tör\énye oly módon fogalmazható, hogy megad-
juk azon erő et  melyek a pontrendszernek ugyanazon mozgá-
sát kényszer nélkül idéznék eléí. Minthogy bármely erőre szer 
az .. ,Xi, Yi Zi .. erőre szer ől bizonyos .. , Xi, Yi , Zi .. 
erőre szer hozzátoldása által keletkezik, e fölfogásban azt is 
mondhatjuk, hogy a kényszer következtében bizonyos toldalékos 
erőre szer ( .. X!, Yi, Zi, .. )lép }öl. 
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A kényszermozgás törvénye e toldalékos erőre szert követ-
ező  határozza Ileg. 
A toldalékos erőre szer energém4ja minimum, mindazon 
erőre szere el szemben, melyeknek a ható erő  rendszeréhez 
való hozzátoldása után, a pontrendszer szabad mozgása a kény-
szer egyenleteinek e elelő volna. 
-Legyenek a  kényszer egyenletei isllét : 
n .A (rtij xi' + l j :1Ji' + lij zi') = gj, 1=1 
(j = 1 „ . ' k) 
és .. Xi, Yi, Zi , .. azon e előre l tező e  fölvet toldalékos 
erőre szer  mely a tétel követellényeinek Ilegfelel. Bármely 
más ily erőre szer  mely a kényszer egyenleteinek e elelő 
mozgást létesít, ekkor 
által ábrázolható, ha az 
mixi' = 2C + Xi + LlXi 
miyi' = Yi + Yi + L1 Yi 
m1zi' = Zi + Zi + LlZi 
e e lete ől meghatározot xi', yi'; zi' értékek a kényszer egyen-
leteinek eleget tesznek. Erre szükséges és e-legendö, hogy a LlXi, 
L1 Yi, L1 Zi (véges) variácziók eleget tegyenek a 
n ( X. + X'· + L1X'. Y-+ Y'.+LJY'. Z-+Z'+LJZ'.)  i i L,;? ti i t 'l, 
. A j 'Yl· + l j 111. +ri 111• = 9i' i=1 i t ·i 
egyenleteknek vagyis, miután ép úgy 
végre a 
 I. (o.ü LlXi + .Bij L1 Yi + ríj LlZi)= ü 
i=1111i 
(j = 1. . k) 
föltételeknek. 
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Másrészt a toldalékos erőre szer energémája: 
és így 
Ha tehát a föltételi egyenleteket e előre határozatlan 
).1 , .•• h szorzókka1 szorozzuk és tLJe' -ől kivonjuk, végre : 
1 A I -  1 (X'. ' . , . ) A V( + (i)Üe - ,,;- t -1,1l.1! - • • • - Ak 17.ik ..  
- - i=t111i 
Tehát tLJe' csak akkor lehet mindig pozitív, ha a J.1, •.• , Ak 
ellőe  választot értékénél 
Xi. = },1 17.il + .. + h O.ik ' 
Yi = J,1 f:lil + .. + h flik, 
Zi = J.1 ni + . · + h nk, 
a mikor 
mindig pozitív, tehát az így meghatározot .. Xi, Yi, Zi, .. erő
rendszer energémája csakugyan absolut minimum. 
A ).1 ••• Ak eddigelé határozatlan szorzók a kényszer egyen-
lete ől meg vannak adva, t. i. 
n ( Xi+).1 ai1 + · · +l.kak Yi+1·1 '9ü +···+'·dik .A 17.ij 111. . + flij 111• + = 1 i t 
•. zi+l.1 Yil + · · + l.kYik)-. + ri1 111. -gi, 1 ( j = 1. . k) 
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a mi a J.-knak ugyanazon meghatározása, mint elöbb a 17. czikk-
nek (B) és (D) egyenleteiben; és végre tehát a kényszermozgás 
számára az elő  fölálítota! teljesen e e ező egyenlet-
rendszerhez jutunk. 
zemben a e előző tárgyalásokkal, hol minden mozgásra 
érvénye& alaptörvény fölálításával foglalkoztunk, az utolsó két 
czikk eredményei specziális jelle e  a mennyiben it a szabad 
mozgás és a kényszermozgás esetei e l ztete ő  és az 
utóbbit az elsőre vezetjük vissza. le l te ő e  tartotam e 
tételeket is, mert különösen a második, mint a kényszermozgás 
elve, egy a dinamikának közönséges tárgyalásánál mindig rez ető 
hézagot tölt ki. 
.' 
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